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1. Einleitung

Im letzten Versuch dieses Semesters wollen wir uns mit passiven Netzwerken beschiftigen,

genauer gesagt mit dem Frequenz- und Resonanzverhlten Hoch-, Tief- und Bandpissen.

2. Theoretischer Teil

2.1. Hoch- und Tiefpass

Wir betrachten nun zunichst die Abbildungen 1 und 2. Hier sind ein Tief- und ein Hochpass
dargestellt. Thre Namen leiten sich aus ihren Ubertragungseigenschaften ab. Sie iibertragen

entsprechende Frequenzen besonders gut.
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Abb. 1: Hochpass. Abb. 2: Tiefpass.

Legen wir nun einen Spannung der Form
) U@t =U,e™

mit der Amplitude U, und der Kreisfrequenz w an, so erhalten wir eine Ausgangsspannung
U,o mit der Phasenverschiebung ¢. Anhand der Ein- und Ausgangsspannung lisst sich die

Ubertragungsfunktion H(w) schreiben als:

_U, (@)

2 H(w) U (@)

Somit erhalten wir fir den Tiefpass:



3 H (w)=—
2 (@) 1+iwRC
und fir den Hochpass:
[(WRC H,(w) = 1
@  H(W)=——" baw. " 1
1+iaRC 1+i RO

Wir wollen nun Ubertragungsamplitude und Phasenlage bestimmen (vgl. Frage 1). Dazu

nutzen wir folgenden Ansatz:

()  H(w) =Re(H(iw) +Im(H (iw) = |H (w)e"

H(w) = JH(wH(iw)* und $(w) = arctan nel((g((w;;E

w

erhalten wir dann fir die Phasenlage und Amplitude des Tiefpasses:

(6) |H (a))| = und @(w) = —arctan WRC

1+ w’R*C?
Fir den Hochpass ergibt sich entsprechend:

1
() |H(w)| ) 1 und ¢(w) = arctan !
M orct WRC

Wir skizzieren nun die berechneten Ubertragungsfunktionen und Phasenlagen fiir Hoch- und
Tiefpass mit den im Versuchteil verwendeten Werten von R, C und w (vgl. Frage 2). Die
jeweiligen Diagramme sind in den Abbildungen 3 bis 6 zu sehen. In den Abbildungen 3 und
4 erkennen wir gut, woher der Name Hoch- bzw. Tiefpass stammt: Der Tiefpassiibertragt
tiefe Frequenzen nahezu verlustfrei, wihrend er hoche Frequenzen nur noch zu geringeren

Teilen ubertrigt. Der Hochpass tibertrigt entsprechend Signale hoher Frequenzen besonders

gut.
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Abb. 3: Ubertragungsfunktion fiir einen Tiefpass.
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Abb. 4: Ubertragungsfunktion fiir einen Hochpass.
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Abb. 5: Phasenlage fiir verschiedene Frequenzen bei einem Tiefpass.
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Abb. 6: Phasenlage fiir verschiedene Frequenzen bei einem Hochpass.



Wir wollen suchen nun die Grenzfrequenz, fiir die gelten soll:

® @ *°°)‘

1/1+a) R C2

\/ a)RC2

Mit dem Zusammenhang 27 f, = w, erhalten wir dann, wenn wir die Gleichungen nach £

|H(w, - 0)=

%\

bzw.

auflosen:

1 1
(9) f < = % bzw. C()g = E (Vgl Frage 3)

Legt man eine Rechteckspannung mit der Amplitude Uy an den Eingang eines RC-Gliedes

an, so erhilt man die Ausgangsspannungen:

1 U, (0)=U, E —e K€ E (Tiefpass)

(11) U,()=U, e_R% (Hochpass)

Die Zeitkonstante 7 = RC entspricht also dem Kehrwert der Grenzfrequenz (vgl. Frage 4).

2.2. Bandpass

Ein Bandpass liee sich recht einfach durch eine Hintereinanderschaltung von Hoch- und
Tiefpass realisieren. Wir wollen hier jedoch einen RILC-Parallelschwingkreis verwenden, das
dieser eine genauere Frequenzfilterung ermdglicht. Abbildung 7 zeigt einen solchen

Parallelresonanzkreis.
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Abb. 7: Parallel-Schwingfkress.
Als Fingangssignal geben wir einen periodischen Wechselstrom mit der Amplitude I; auf den
Schwingkreis. Dann gilt:
(12)  I(t)=1.e™
Nun kénnen wir mit Hilfe der Knotenregel aussagen, dass gelten muss:
(13)  I()=1,+1, +1.
Wir setzen nun ensprechende Ausdriicke fiir die Strome ein und erhalten:

14 I(?) :%+%IU(z)dz +C

dU (1)
t

Differenzieren wir nun diesen Ausdruck und dividieren ihn durch C, so ergibt sich:

U@, 1 du@m , 1

(15)
d* RC dt LC

0
U(t) :?]lew‘

Die Losung dieser Gleichung ist dann:

16)  U(t)=U,e" "

1
Mit der Eigenfrequenz Wy = ﬁ ergibt sich weiterhin fir die Resonanzamplitude und die

Phasenlage zwischen Strom und Spannung:



@l

an Y@= C ng
J(wé—af%él,@m

a4t
(18) ¢(0%)—7—T+arctang-waw E -7 fir w>aw, |

]

Wir wollen nun zeigen, dass wir durch Einsetzen von Gleichung (16) in Gleichung (15) die

Ausdriicke aus Gleichung (17) und (18) erhalten:

dU ei(aatﬂﬂ) 1 dU ez‘(ww) 1 ) i )
0 + 0 + erl({qt+(0) - (‘-)1 Iletfqt

(19)
dt? RC dt LC

. . 1 : : .
Nun leiten wir den Term ab, setzen c =) ein und klammern auf der linken Seite den

Term U e 4" aus:

(20) U ez(ww)gzwlz +_ lwl +w H_ b 8

i(wt+@)

Wir 16sen nun nach U je und nutzen j2 =—1:

oH@rto) — 1wl
1

Ch-aw +iw + e O

Da)l R h L

0

(21)

1
Wir erweitern den Term nun mit E—wf - E i + w§ E und klammern dann geschickt aus:



2

1

ool e = e? +w1 1

i @b e —ar)+ 2

(22) . w g H
CHet -ap) +E0L
ORCOH
Auch hier haben wir zur Vereinfachung wieder den Zusammenhang j? = —1 genutzt. Wir

bilden nun zuletzt noch den Betrag und erhalten so die Ausdriicke aus Gleichung (17) und
(18). Fir den Betrag gilt dann:

23) \/eri(wﬂo) [er—i(wﬂv) — =

Den unteren Term kénnen wir nun als zwei Wurzelausdriicke schreiben, so dass wir kiirzen

koénnen und erhalten damit Gleichung (17) :

(24) Uo(“%) = =

Fir die Phasenverschiebung ergibt dich dann letztlich:

Aw) = arctanwll(w‘i —wf) RCE= %Mi - EKCE
H al 2

Zur Verdeutlichung skizzieren wir nun eine Amplituden-Resonanzkurve sowie eine

Phasenkurve. Dazu wihlen wir folgende Parameter: I = 4,7 mH, C = 500 pF, R = 50 k€,

I; =1 A. Die entsprechenden Diagramme zeigen die Abbildungen 8 und 9 (vgl. Frage 6).
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Abb. 9: Phasenkurve.
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3. Praktischer Teil

In den folgenden Versuchsteilen arbeiten wir mit Widerstands-, Kondensator- und
Spulendekaden. Fur die Groftfehler der jeweiligen Dekade gilt in allen Versuchen laut

Herstellerangabe:

+  Widerstandsdekade: AR ==+ 1%
+ Kondensatordekade: AC == 5%
+  Spulendekade: AL =%£5%

3.1. Zeitkonstanten von Hoch- und Tiefpass

Wir wollen nun fir den Hoch- und Tiefpass die Zeitkonstanten 7 ermitteln, dass heif3t
diejenige Zeit # innerhalb der die Amplitude des Ausgangssignal U, eines sprungférmigen
Eingangssignales U, auf das 1/e = 0,37-fache der maximalen Amplitude abgesunken ist.
Dazu bauen wir nacheinander einen Hoch- und einen Tiefpass gemil3 der Abbildungen 1
und 2 mit R=1kQ und C=100nF auf. Als Eingangssignal generieren wir am
Funktionsgenerator eine Rechteckspannung mit einer Amplitude von U, =4 V. Beim
Hochpass hat das Signal eine Frequenz von f= 1 kHz, beim Tiefpass von /= 600 Hz. Wir
betrachten nun das Ausgangssignal U, auf einem Digital-Speicheroszilloskop. Beim
Hochpass greifen wir die Spannung tiber R ab, beim Tiefpass entsprechend tber C. Mit Hilfe
der Cursor ermitteln wir nun am Oszilloskop zunichst die Halbwertszeit Az, also die Zeit, bei
der das Ausgangssignal seinen Wert halbiert. Der Fehler von 7 resultiert aus der jeweiligen

Einstellungegenauigkeit der Cursor. Wir haben dabei folgende Zeiten gemessen:

«  Hochpass: At=727%2upus

«  Tiefpass: At =70 £ 10 ps
Um von den gemessenen Halbwertszeiten Az auf die Zeitkonstanten 7 zu kommen, machen
wir uns den Zusammenhang zu Nutze, dass gilt: 7= RC. An der Stelle Az gilt fiir die
Ausgangsspannung: U,(A%) =2 U.. Setzen wir diesen Zusammenhang in die Gleichung 11

fir den Hochpass bzw. Gleichung 10 fir den Tiefpass ein und 16sen nach RC auf, erhalten

wit:

Hochpass:

11
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Tiefpass: = RC = T =

Es zeigt sich also, dass sich die Halbwertszeiten fir Hoch- und Tiefpass in der gleichen
Weise in die Zeitkonstante 7 umtechnen lassen. Denn Fehler fur 7 erhalten wir, indem wir
den o.a. Ablesefehler durch In 2 dividieren. Die theoretischen 7, Werte berechnen wir mit

7= RC. Diese sind fiir Hoch- und Tiefpass identisch und es gilt:

= RC = 100002 - 100-10°F = 17%s = 100us

theo

Da in die Berechnung der theoretischen Werte mit R und C fehlerbehaftete Grof3en
einflieBen, mussen wir auch fir die theoretischen Werte einen GroBtfehler gemdl3 der
Fehlerfortpflanzung angeben. Fur den Fehler von R gilt: AR = £ 10 Q (1%); fur den Fehler

von C: AC = % 5 nF (5%). Damit konnen wir nun den GrofBtfehler von 7, bestimmen:

At, = AC-R + ARC = 5107 F-1000Q2 + 100Q-100-10°F = 6us

theo
Somit konnen wir als Ergebnis festhalten:

+  Hochpass: 1=103,9 £ 29 us Theo = 100 + 6 s Abweichung: 3,8%
+  Tiefpass: 1=101,0 £ 14,4 us Tiheo = 100 = 6 s Abweichung: 0,9%

Unsere gemessenen Zeitkonstanten stimmen also sowohl beim Hochpass als auch beim

Tiefpass sehr gut mit den zu erwartenden Werten tiberein.

3.2. Frequenzverhalten von Hoch- und Tiefpass

In diesem Versuchteil wollen wir das Frequenzverhalten von Hoch- und Tiefpass niher
untersuchen, indem wir die Amplitudentbertragungsfunktionen H(w) und die
Grundfrequenzen wy fir beide Schaltungen ermitteln. Die Aufbauten erstellen wir wieder wie
im letzten Versuch mit R=1kQ und C=100nF. Um die Ausgangsspannung U, fir
moglichst viele Frequenzen f bestimmen zu kénnen, benutzen wir die Sweep-Funktion am
Funktionsgenerator. Wie bereits aus friheren Versuchen bekannt, erzeugt man mit Hilfe
dieser Funktion einen so genannten Frequenzsweep einer bestimmten Linge Af innerhalb
derer der Funktionsgenerator die Frequenz linear zwischen eingestellter Start- und
Endfrequenz erhéht. Als Eingangsspannung wihlen wir wieder 4 V. Die Frequenz soll

zwischen 1 Hz und 3 kHz erhéht werden. Die Linge eines Sweeps betrigt Az = 25 ms. Wir

12



betrachten nun die Ausgangsspannung fir Hoch- und Tiefpass auf einem Oszilloskop und
messen mit Hilfe der Cursor an verschiedenen Stellen 7 die Amplitude U, Die Zeiten #
kénnen wir leicht in Frequenzen f umwandeln, da wir wissen, dass 25 ms 3000 Hz
ensprechen. Daraus folgt, dass 1 ms 120 Hz entsprechen muss. Unsere Messergbenisse
zeigen die Tabellen 1 und 2. Als Ablesefehler fiir die Spannung nehmen wir 0,05 V an, was
vor allem an der begrenzten Genauigkeit der Spannungsmessung iber die Cursor am
Oszilloskop resultiert. H(w) ermitteln wir als Quotient aus Ausgangsspannung und

Eingangsspannung, also H(w) = U,/U.. Fur den Fehler von H(w) gilt dann gemil

Fehlerfortpflanzung:
AH(w) = AU 4 Ua-AzU _ 0,05V N Ua-O,OSZV
U, U, 4V (4V)
MESSERGEBNISSE FUR DEN HOcCHPASS

t / ms f/ Hz © / kHz U./V H(w)
2,7 324 2,04 0,80 £ 0,05 0,20 = 0,02
3,9 468 2,94 1,12 + 0,05 0,28 = 0,02
49 588 3,69 1,44 + 0,05 0,36 £ 0,02
5,7 684 4,30 1,60 + 0,05 0,40 £ 0,02
7,0 840 5,28 1,92 + 0,05 0,48 = 0,02
8,9 1068 6,71 2,40 £ 0,05 0,60 £+ 0,02
11,3 1356 8,52 2,72 £ 0,05 0,68 = 0,02
14,1 1692 10,63 2,96 £ 0,05 0,74 £ 0,02
18,7 2244 14,10 3,20 £ 0,05 0,80 = 0,02
22,7 2724 17,12 3,36 £ 0,05 0,84 £ 0,02

Tab. 1: Messwerte zur Bestimmung der Amplitndeniibertragungsfunktion eines Hochpasses.

MESSERGEBNISSE FUR DEN TTEFPASS

t / ms f/ Hz w / kHz U./V H(w)

0,5 60 0,38 3,92 £ 0,05 0,98 £ 0,02
2,8 336 2,11 4,00 £ 0,05 1,00 £ 0,02
4.1 492 3,09 3,84 + 0,05 0,96 + 0,02
5,8 696 4,37 3,68 0,05 0,92 + 0,02
7,1 852 5,35 3,44 + 0,05 0,86 + 0,02
9,2 1104 6,94 3,36 + 0,05 0,84 + 0,02

13



MESSERGEBNISSE FUR DEN TIEFPASS
11,6 1392 8,75 3,04+ 0,05 0,76 £ 0,02
142 1704 10,71 2,72+0,05 0,68 0,02
16,3 1956 12,29 2,48+ 0,05 0,62 £ 0,02
18,3 2196 13,80 2,32+0,05  |0,58 0,02
20,8 2496 15,68 2,16+ 0,05  |0,54 £ 0,02
23,1 2772 17,42 2,00+ 0,05 0,50 £ 0,02

Tab. 2: Messwerte zur Bestimmung der Amplitudeniibertragungsfunktion eines Tiefpasses.

Wir tragen nun die Amplitudeniibertragungsfunktion H(w) fiir beide Schaltungen doppelt-

logarithmisch iber der Kreisfrequenz w auf. Die entsprechenden Diagramme zeigen die

Abbildungen 10 und 11. In den Kurvenverliufen ist zu erkennen, dass — wie der Name

schon vermuten lidsst — der Hochpass hohe Frequenzen besonders gut tbertrigt, wihrend

der Tiefpass entsprechen bei niedrigen Frequenzen ein gutes Ubertragungsverhalten zeigt.

Wir erkennen zudem, dass unsere Kurven qualitativ gut mit den theoretischen

Kurvenverldufen gemill der Abbildungen 3 und 4 tbereinstimmt.
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Abb. 10: Amplitudeniibertragungsfunktion fiir einen Hochpass.
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Abb. 11: Amplitudeniibertragungsfunktion fiir einen Tiefpass.

Wir wollen non aus den Kurvenverliufen die Grenzfrequenzen bestimmen. Dazu betrachtet
man in den Diagrammen jeweils die Stelle, an der H(w) den Wert 1/ V2 = 0,71 angenommen
hat (vgl. Antwort auf Frage 2). Beim Ablesen aus den Diagrammen nehmen wir einen
Ablesefehler von Aw = £ 0,5 kHz an. Die theoretischen Grenzfrequenzen berechnen wir

gemill Gleichung (9). Fir den Fehler der theoretischen Werte gilt gemil

Fehlerfortpflanzung:
AR AC
Awg;theo - R2C + R—C'Z = 6OOHZ
Wir erhalten dann:
«  Hochpass: wy = 9,0 £0,5 kHz Oy = 10+ 0,6 kHz
«  Tiefpass: w, = 10,0 £ 0,5 kHz Oginee = 10 £ 0,6 kHz

Wir erkennen in beiden Fillen, dass die gemessenen Grenzfrequenzen unter

Berticksichtigung der Fehler gut mit den theoretischen Werten tibereinstimmen.
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3.3. Resonanzverhalten eines Parallelkreises

Fir den letzten Versuchsteil bauen wir als Beispiel fir einen Bandpass einen RLC-

Parallelkreis gemidl3 Abbildung 7 auf. Dabei wihlen wir fir den Kondensator
C =500 £ 25 pF und fiir die Spule L. = 4,7 £ 0,24 mH. Die Fehler resultieren dabei aus den
o.a. GroBtfehlern der Bauteile. Wir legen zudem noch einen Vorwiderstand von R;- =1 MQ
in Reihe an. Wir wollen nun fir drei verschiedene Widerstinde zwischen 10 k€2 und 100 k€2
die Amplitudenresonanzfunktion aufnehmen. Am Funktionsgenerator legen wir nun ein
sinusférmiges Spannungssignal mit einer Amplitude von U, =4V an. Wir variieren die
Frequenz des Signals nun in einem Bereich zwischen 30 kHz und 150 kHz und messen die
Amplitude U, des Ausgangssignals tiber dem Kondensator. Dabei legen wir die Messwerte in
den ,,interessanten® Bereichen um die Eigenfrequenz herum besonders dicht. Der Fehler fir
die gemessene Spannung resultiert aus der Anzeigegenauigkeits am Oszilloskop, mit dem wir
das Ausgnagssignal betrachten. Fir Spannungen unter 1V betrdgt der Fehler 2 mV, bei
Spannungen tber 1 V nehmen wir 20 mV an. Unsere Messergebnisse fiir die drei gewihlten

Widerstinde von K; =10k, R, =10k und R; =100k zeigt die Tabelle 3. Die

entsprechenden Spannungen bezeichnen wir dabei als U, U,, und U,;.

f/ kHz w /kHz U,/ mV U,/ mV U,/ mV
30 188,50 24 32 32
40 251,33 48 48 48
50 314,16 72 72 72
60 376,99 120 128 128
70 439,82 208 256 264
75 471,24 280 424 456
77 483,81 600
80 502,65 350 860 1000
81 508,94 1000 1200
82 515,22 1120 1440
83 521,50 1200 1600
84 527,79 1160 1560
85 534,07 376 1200 1400
86 540,35 375 1000 1220
87 546,64 376 880 1020
88 552,92 378 800 880
89 559,20 360 720 780
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f/ kHz w/ kHz Uy / mV U, / mV U, / mV
90 565,49 360 640 700
95 596,90 320 460 460
100 628,32 280 360 360
105 659,73 248 300 288
110 691,15 224 260 256
120 753,98 192 208 216
130 816,81 176 192 192
140 879,65 160 172 176
150 942,48 150 168 160

Tab. 3: Messergebnisse zur Bestimmung der Amplitudenresonangfunktion fiir verschiedene Widerstinde.

Wir tragen nun die gemessenen Ausgangssignale fiir alle drei Widerstinde tber der

Kreisfrequenz  in einem Diagramm auf. Das Ergebnis zeigt die Abbildung 12.

1600

- R=10Q
1400 - —#— R=50Q
] —4— R=100Q

U./mV

100 200 300 400 500 600 700 800 900 1000
w /[ kHz

Abb. 12: Amplitudenresonanzfurven fiir verschiedene Widerstinde R, Ry und K.

In dem Diagramm erkennen wir, dass die Eigenfrequenz, also das Maximum der Kurven, ftr
alle Widerstinde etwa im gleichen Frequenzbereich liegt. Zudem ist zu erkennen, dass bei
wachsendem Widerstand die tibertragene Amplitude bei der Eigenfrequenz grof3er wird. Bei
kleineren bzw. grofleren Frequenzen jedoch nihern sich die drei Kurven immer weiter an.
Der Vergleich mit dem theoretischen Kurvenverlauf fiir einen Widerstand von R = 50 kQ

gemil} Frage 6 (vgl. Abbildung 8) zeigt, dass unsere Kurven qualitativ mit den theoretischen
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Erwartungen tibereinstimmen.

Wir lesen nun die Figenfrequenzen fur die jeweiligen Widerstinde ab. Als Ablesefehler

nehmen wir hier 10 kHz an. Die theoretischen Werte berechnen wir gemal3 der Gleichung;:

Fir den Fehler der theoretischen Eigenfrequenz gilt:

Awy gy = —2L 4 L3C 5 074m
’ 2(LC) 2(LC)

Damit kénnen wir folgende Ergebnisse festhalten:

« R=10kQ: w,=540+10kHz  wym, = 652,33 + 32,27 kHz
« R=10kQ: w,=530+10kHz  wym, = 652,33 + 32,27 kHz
- Ry=100kQ: w, =520+ 10kHz  @ym, = 652,33 + 32,27 kHz

Wir erkennen also eine Abweichung zwischen Theorie und Praxis zwischen 17% und 20%.
Diese relativ grole Abweichung ldsst sich nicht nur auf die iblichen Messungenauigkeiten
zuruckfiuhren. Da alle drei Kurven um etwa 110 kHz bis 130 kHz nach links verschoben

sind, muss vielmehr ein nicht mehr reproduzierbarer systematischer Messfehler vorliegen.
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4.2.

Anhang

Literatur

Skript zum Anfingerpraktikum Physik II, CvO Universitit Oldenburg, Institut fir

Physik, April 2006
dtv-Atlas Physik, Band 1 und 2, Deutscher Taschenbuch Verlag,
7. Auflage, August 2004

Abbildungsnachweis

Abb. 1:
Skript zum Anfingerpraktikum Physik 11, siche [1]
Abb. 2:
Skript zum Anfingerpraktikum Physik 11, siehe [1]
Abb. 7:
Skript zum Anfingerpraktikum Physik 11, siche [1]
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