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1. Einleitung
In der Experimentalphysik ist jede experimentelle Messung mit verschiedenen Fehlern behaftet.

Mit Hilfe der Fehlerrechnung versuchen wir eine moglichst gute Wahrscheinlichkeitsaussage

iber die zu erwartenden Ergebnisse eines Experimentes zu treffen.

Wir unterscheiden grundsétzlich zwischen systematischen und zufélligen Fehlern. Zu den sys-
tematischen Fehlern zahlen:
- unvollkommene Messgeriite, z. B. dejustierte oder leicht fehlerhafte Geritschaften,
- Einfluss der Umwelt, z. B. temperaturabhingige Messgerite,
- ungeeignete Messverfahren, z. B. Versuchsaufbauten, bei denen sich einzelene Mess-
gerite gegenseitig beeinflussen und somit das Gesamtergebnis verfilschen, sowie
«  Fehler bei der Durchfiihrung von Messungen, z. B. bei der fehlerhaften Anwendung

und Justierung von Messinstrumenten.

Zufillige Fehler tauchen unvorhersehbar auf und verfalschen die Messwerte sowohl in die eine,
als auch in die andere Richtung. Typische zufillige Fehler sind z. B. unterschiedliche Re-
aktionszeiten des Experimentators beim Ablesen von Messgerdten oder natiirliche

Schwankungen von zu messenden Vorgéngen.

Aufgrund dieser verschiedenen Fehler weicht eine Einzelmessung mal mehr, mal weniger stark
vom tatsdchlichen Wert ab. Somit gilt es durch hiufige Wiederholung des Versuchs moglichst

aussagekriftige Ergebnisse zu erlangen.



2. Theoretischer Teil

2.1. Die Hiufigkeitsverteilung der Messergebnisse

Um moglichst genaue Messergebnisse zu erzielen, miissen wir so viele Einzelmessungen wie
moglich durchfiihren. Die einzelnen Messergebnisse tragen wir in ein so genanntes Histogramm
ein. Dazu teilen wir die Messwerte in verschiedene gleichméBige Klassen im Bereich zwischen
dem minimalen und dem maximalen Messwert ein. Jeden einzelnen Messwert ordnen wir einer
bestimmten Klasse zu. Im Beispiel von Frage 1 steht die Messwerthdufigkeit pro At mit der

Zahl der Messwerte in einer Klasse m(t;) in folgendem Verhéltnis:

m;=n;At - Fiir die Einheit ergibt sich s™ (vgl. Frage 1).

Wir nehmen an, dass das Maximum des Histogramms dem tatsichlichen Wert der Messung am
ndhesten kommt. Bei einer zweckméBigen Anzahl an Einzelmessungen erhalten wir als Einhiil-
lende unseres Histogramms eine Gaullsche Glockenkurve oder kurz GauB3kurve. Man sagt, die
Messergebnisse seinen gau3verteilt oder normalverteilt. Je mehr Versuche durchgefiihrt werden
und je mehr Balken wir in unser Histogramm eintragen, umso genauer lésst sich die Verteilung
der Messergebnisse durch die GauBkurve beschreiben. Der Fliacheninhalt der Flache unter der
GauBkurve entspricht der Gesamtzahl der Messergebnisse. Ublicherweise wird diese aber auf 1

normiert (vgl. Frage 1).

Die GauBfunktion ldsst sich wie folgt beschreiben:

—(x—%) o

n(x)= L mit fn(x)dx=1 (vgl. Frage 1)
O'\/27T e

Die Variablen ¥ und o bezeichnen den Mittelwert und die Standardabweichung der GauB3-
kurve. Der Mittelwert stellt das wahrscheinlichste Ergebnis einer Messung dar und ist das Ma-
ximum der GauBlkurve. Die Standardabweichung ist ein MaB fiir die Streuung der Messwerte

um den Mittelwert.



Eine typische GauBkurve bei zwei verschiedenen Standardabweichungen sieht beispielsweise
wie folgt aus (vgl. Frage 2):

Gausskurven zu Frage 2

— nit)jmits=0.15
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Abb. 1: Gaufkurven gemdf3 Frage 2

Nun koénnen wir durch Integration berechnen, wieviele Messwerte in einem bestimmten In-

tervall liegen. Fiir den 1o-Vertrauensbereich ergibt sich:

X+o

f n(x)dx~0,683, entspricht 0,683 N oder 68,3 Prozent aller Messwerte

X—0

Man sagt: 68,3% aller Messwerte liegen im 1o-Vertrauensbereich. Fiir den 26-Vertrauensbe-

reich erhalten wir einen Wert von ca. 95,5% und fiir den 3o-Vertrauensbereich rund 99,7%.

2.2. Ermittlung von Mittelwert und Standardabweichung der Einzel

messung und Standardabweichung des Mittelwertes

In der Praxis verfligen wir nur iiber eine endliche Anzahl an Messungen, aus denen wir nun un-



sere Bestwerte fiir ¥ und o berechnen. Den Mittelwert der Einzelmessungen erhalten wir,

indem wir die Ergebnisse aller Messungen aufsummieren und durch die Anzahl der Messungen

(N) dividieren:

=l

X;

N
=1

1,
N
Zur Berechnung des Bestwertes fiir die Standardabweichung benutzen wir folgende Formel:

|

Da wir in der Praxis eine Messung nicht beliebig oft wiederholen kdnnen, bendtigen wir ein

1 - 2

MaB fiir die Standardabweichung des Mittelwertes o, . Dafiir benutzen wir die Formel:

2 o

—1-(7 S0.= = I -N x,—x)
N N \/(N(N—l);(’ )

2
0—76

Mit Hilfe dieser Formel kénnen wir nun eine Wahrscheinlichkeitsaussage {iber weitere Messrei-
hen treffen: Der Mittelwert einer weiteren Messreihe wird mit einer Wahrscheinlichkeit von
etwa 68% im Bereich x*o; liegen. Da die Standardabweichung des Mittelwertes gleich der
Standardabweichung der Einzelmessungen dividiert durch die Wurzel aus N ist, konnen wir

diese durch eine grofle Anzahl an Messungen beliebig verkleinern.

2.3. Grofitfehler

Bei einigen Versuchen in der Experimentalphysik kann nur eine einzige Messung durchgefiihrt

werden. Statt einer Standardabweichung geben wir einen GroBtfehler Aa an, welcher den grof3t-

moglichen Fehler bei einer Einzelmessung angibt. Dieser muss in der Regel abgeschitzt

werden. Bei einer Waage, die in 0,1g-Schritten wiegt, betrdgt der GroBtfehler beispielsweise
+0,1g .



2.4. Fehlerfortpflanzung

Wenn ein Messergebnis von mehreren Einzelgrof3en abhingt, muss der Gesamtfehler aus den
Fehlern der einzelnen Werte berechnet werden. Diese werden nicht einfach aufsummiert, son-
dern nach dem Gauf3schen Fehlerfortpflanzungsgesetz berechnet. Angenommen, unsere gesuch-
te Messgrofle y hingt von den EinzelgroBen a, b, c, ... ab. Unsere EinzelgroBen a, b, c, ... seinen

gauflverteilt und haben Bestwerte und Standardabweichungen der Bestwerte. Dann gilt fiir die

Standardabweichung o,; vom Bestwert yg das gauB3sche Fehlerfortpflanzungsgesetz:

Die Ausdriicke dy/0a, 0y/0b, ... sind partielle Ableitungen von y nach der jeweiligen Variable.
Dabei leiten wir jeweils nach einer der Grof3en a, b, c, ... ab, wobei wir die jeweils anderen Gro-

Ben als Konstanten betrachten.

2.5. Grofitfehler bei der Fehlerfortpflanzung

Wenn fiir unsere Einzelmessergebnisse a, b, c, ... keine Standardabweichungen vorliegen, son-
dern nur die jeweiligen GroBtfehler Aa, Ab, Ac, ..., oder sich keine Standardabweichungen fiir a,
b, ¢, ... bestimmen lassen, ist es notwendig, fiir die Grée ys den GroBtfehler Ay statt der Stan-
dardabweichung o, anzugeben:

oy
oc

oy

5
Ay=\5a ob

Ab+
oa

M

Ac...

M

Aa+
M

2.6. Ausgleichsgeraden

Es kommt in der Praxis hédufig vor, dass zwei Grofen x und y linear voneinander abhingen und
somit der Gleichung y = ax +b geniigen. In einer Messung sollen dann meist die Groflen a und b
ermittelt werden. Triagt man nun die ermittelten Werte in ein Koordinatensystem ein, nehmen
wir an, dass das Schaubild einer Gerade entspricht. Meist ist es jedoch so, dass es mehrere
mogliche Geraden gibt, die durch die einzelnen Punkte gelegt werden konnen, da die Mess-

werte in der Praxis mit Fehlern behaftet sind und somit mal mehr oder mal weniger von einer



bestimmten Ausgleichgerade abweichen. Um die bestmdgliche Ausgleichgerade zu ermitteln,

muss die folgende Summe moglichst kleingehalten werden:

i[ (x4 B)]

A und B stehen fiir die Bestwerte der Parameter a und b. Der Parameter y; steht fiir die einzel-
nen Messwerte. Wenn man von jedem einzelnen Messwert eine mdgliche Ausgleichgerade der
Form ax + b subtrahiert und das Ergbnis durch Quadrieren positiviert und alles zusammen auf-
summiert, erhédlt man je nach gewédhlter Ausgleichgerade verschiedene Summen. Diejenige

Ausgleichgerade mit der geringsten Summe ist die beste (vgl. Frage 3).

2.7. Linearisierung

Bei Messungen ist es generell sinnvoll lineare Zusammenhénge zu erhalten. Wenn man jedoch
Messergebnisse der Form y = bx* vorliegen hat, ist es sinnvoll, diese durch Logarithmieren zu
linearisieren. Dadurch wird aus y = bx® eine Gleichung der Form log y = log b + a log x. Bei
einer Formel y = be™ verwenden wir den natiirlichen Logarithmus, alsoIny=Inb+axIne=1In
b + ax. Trigt man nun die linearisieren Funktionen auf logarithmischem Papier auf, erhdlt man

typische Ausgleichsgeraden, wie man sie von linearen Zusammenhéngen her kennt.

Bei der Logarithmierung ist zu beachten, dass zuvor die Gleichungen durch Division mit den je-
weiligen Einheiten dimensionslos gemacht werden miissen, da der Logarithmus einer Einheit

nicht definiert ist. Beispiel:

R .
Aus dem Widerstand R wird: r=--mit R,=10Q
0



3. Praktischer Teil

Um ein konkretes Beispiel fiir eine gaul3verteilte Messung zu erhalten, wollen wir mit Hilfe

eines Fadenpendels die Erdbeschleunigung messen.

3.1. Versuchsaufbau

Wir hdngen eine schwere und moglichst kleine Kugel an einem mdglichst diinnen Faden auf.
Um eine stabile Schwingung zu erreichen, benutzen wir zwei Faden, die V-formig mit einem
Abstand von 67,5 cm  *£0,5cm an der Decke befestigt werden. Die Lénge der Faden betrégt je
255cm +0,5¢m . Um die Linge des imagindren senkrechten Fadens zu ermitteln, wenden

wir den Satz des Pythagoras an:

1=\(255cm)’ = (33,75cm }~252,8cm ; 1= Fadenlinge

3.2. Versuchsdurchfiithrung

Wir versetzen das Pendel in eine Schwingung. Dabei sollte die maximale Auslenkung kleiner
als 10° sein. Wir messen mit einer Stoppuhr die Zeit, die das Pendel fiir je zehn Schwingungen
bendtigt. Wir wiederholen den Messvorgang moglichst oft. Fiir die Auswertung der Messung

dividieren wir unsere Ergebnisse durch zehn, um die Zeit fiir eine Periode zu ermitteln.

3.3. Auswertung

Die gemessenen Werte sind in Anlage 1 zu finden.

Fiir die Berechnung der Erbeschleunigung gilt folgende Formel:

41l
I'=2m \/z &= % ; g= Erdbeschleunigung , T = Schwingdauer des Pendels
g

Zur Auswertung unserer Messwerte benutzen wir die Software Origin. Wir geben die Daten in
ein neue Tabelle ein und lassen ein Histogramm zeichnen. In diesem sehen wir, dass einige
Werte sehr weit von den iiblichen Werten entfernt liegen. Diese sind wahrscheinlich durch eine
fehlerhafte Messung (z. B. wenn nur neun statt zehn Schwingungen ermittelt wurden) ent-

standen. Daher 10schen wir diese aus der Tabelle und aktualisieren das Histogramm:
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Abb. 2: Histogramm der Messwerte fiir T

Nun lassen wir den Mittelwert und die Standardabweichung von Origin berechnen. An-
schlieBend legen wir eine GauBlkurve iiber unser Histogramm und lassen uns Mittelwert und

Standardabweichung der Ausgleichskurve anzeigen. Dabei kamen wir zu folgenden Ergeb-

nissen:

Rechnerische Losung Graphische Losung
T = 3,19989 s T = 3,1975s
or = 0,02081 s or = 0,02841 s

Wir kénnen nun sagen, dass bei einer Wiederholung der Messung der ermittelte Wert fiir T mit
einer Wahrscheinlichkeit von 68,3% im Bereich 7+o liegt. Wir nehmen an, dass die Werte

der graphischen Losung die verlésslichsten sind. Als Versuchsergebnis halten wir also fest:
7=3,19755+0,028415s .

Nun koénnen wir anhand dieser Werte den Bestwert fiir die Erdbeschleunigung g ermitteln:

4l 412,528 m m
=" "= > ~9,76—
& T T (3.1975s) 5

Um den Fehler fiir g zu bestimmen, miissen wir eine Groftfehlerberechnung durchfiihren, da

die Fadenlinge 1 nicht durch eine Messreihe ermittelt wurde, sondern bei allen Messungen



konstant war und mit dem selben Fehler behaftet. Fiir die Berechnung des GroBtfehlers Ag

benutzen wir folgende Formel:

41° 81’1

og
or 77 A

oT

Or

og
Ag=|25 Al+
¢ ‘MM

oreAg=
M

Nun konnen wir die bekannten Werte einsetzen und erhalten:

41’ 0.01 +8Tr2-2,528m

Ag=——————-0,0lm :
& (3,1975s) (3,1975s)°

0,028415~0,21%
S

Als Endergebnis der Messung konnen wir jetzt formulieren:

m m
g=97652021%

Damit liegt der Literaturwert von g = 9,81 m*s™ innerhalb des von uns ermittelten 1c-

Vertraunesbereiches.

10



4. Anhang

4.1. Quellen

[1] Skript zum Anfangerpraktikum Physik I, CvO Universitit Oldenburg, Institut fiir
Physik, Oktober 2005

[2] dtv-Atlas Physik, Band 1, Deutscher Taschenbuch Verlag,
7. Auflage, August 2004

[31  http://de.wikipedia.org/wiki/Fehlerrechnung
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